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各向异性非线性 Schrödinger方程的整体可解性
＊

赵向青 , 崔尚斌
(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:研究了各向异性的 Schrödinger方程 iut+Δu+aux1x1x1x1 +bux1x1x1x1x1x1 + u 
αu=0的初值问题的整体可

解性 , 其中 a, b都是实常数 , α是正常数。选取合适的 p=
2(α+2)
αs+2

, 利用 非线性项  u αu的估计和各向异性

的 Schrödinger算子 S(t)的 Lp'-Lp估计 , 以及利用Banach不动点定理 , 获得了整体(几乎整体)解在Es(E
s
T0
)中的

存在性。
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1　背景及相关定义

本文研究各向异性的 Schrödinger方程的初值

问题:

iut+Δu+aux1x1x1x1 +bux1x1x1x1x1x1 +

　  u 
α
u=0, 　　x∈ R

2
, t∈ R,

u(x, 0)=φ(x), 　　x∈ R
2
。

(1)

这个方程在物理中有非常重要的应用:Wen

和 Fan
[ 1]
用该模型描述在平面介质中超短波的传

播 , Aceves等
[ 2]
用这样的模型描述光学纤维中孤

立波的传播 。光学纤维中波的传播问题中 , 由于各

方向的传播不一样 , 所以导致了各向异性的

Schrödinger方程 (见文 [ 3-4] )。

在文 [ 5]中 , Ribaud等在证明一般的整体解存

在性结果的基础上 , 通过选择一类特殊的初始值函

数而获得了经典 Schrödinger方程的自相似解。不

难发现 , [ 5]中用来证明整体存在定理的方法也适

合各向异性的 Schrödinger方程(1)。因此本文将借

助文 [ 5]的方法来研究方程(1)的整体可解性问题。

叙述主要结论之前 , 先介绍一些记号:S=

S(R
n
)表示速降函数类 , 其对偶 S'(R

n
)表示缓增

广义函数类 。设 p与 s是满足 1 <p<∞ , 0 <s

<n
p
的实数 , q由 1

q
=1
p
-s
n
决定。(-Δ)

s
2 表示

以  ζ 
s
为符征的拟微分算子 , 则 齐次 Sobolev空

间 H
· s
p(R

n
)定义为:

H
· s
p(R

n
)={f∈ L

p
(R

n
) 　‖f‖ H·sp(Rn) =

‖(-Δ)
s
2f‖Lp(Rn) <∞}

解空间 E
s
和 E

s
T0取为满足

‖ u‖ Es≡sup
t>0
t
θ
‖u‖H·s

p
(Rn) <∞,

及

‖ u‖ EsT0 ≡ sup
0<t≤T

0

t
θ
‖ u‖ H·sp(Rn) <∞,

0 <T0 <∞

的 Bochner可测函数 u:(0, ∞)※H
· s
p(R

n
)的全体。

θ由定理的证明确定。

定义 1　 (1)若 b≠ 0 , 对任意的 α≥ 1 ,

定义 I
1
α =(0,

(2α+3)(α-2)
2(α+1)α

);

(2)若 b=0 , a≠ 0 , 对任意的 α≥ 1 , 定

义 I
2
α =(0,

3α
2
-α-8

3(α+1)α
)。

定义 2　如果 I
j
α≠ (j=1, 2), 则称 α是容

许的 。

注释 1　为使 I
1
α≠  必须 α≥ 2 , 为使 I

2
α≠  

必须 α≥
1 + 97

6
。

需要说明的是 , 以后文中的 C表示与主要参

数无关的常数 , 在不同的地方取值可能不一样。对

p≥ 1用 p'=
p
p-1

表示 p的共轭指标。

2　结果及引理

本文的主要结果以定理陈述为:

＊ 收稿日期:2006-08-22

基金项目:国家自然科学基金资助项目(10471157)

作者简介:赵向青(1974年生), 男 , 博士生;通讯联系人:赵向青;E-mail:zhao-xiangqing@163.com



中山大学学报 (自然科学版) 第 46卷　

定理　若 b≠ 0 , 取 α>2 , s∈ I
1
α , θ=

1

3α
+

4
3αp

, p=
2(α+2)
αs+2

并设 u0(t, x)=[ S(t)φ] (x),

则有:

(1)(几乎整体解)对所有的 0 <T0 <∞ , 如

果存在 ε>0使得

‖u0‖EsT0 ≤ ε

则初值问题 (1)存在唯一的解 u(t, x)∈ E
s
T
0
且

‖ u‖ EsT0 ≤ 2ε。

(2)(整体解)假设 5b>max{3a
2
, 0}, 如果

存在 ε>0使得

‖u0‖Es≤ ε

则初值问题 (1)存在唯一的解 u(t, x)∈ E
s
且

‖ u‖ Es≤ 2ε。

若 b=0 , a≠ 0 , 取 α>1 + 97
6

, s∈ I
2
α ,

θ=
1

4α
+

3

2αp
, 并设 u0(t, x)=[ S(t)φ] (x), 则

有:

(1) (几乎整体解)对所有的 0 <T0 <∞ ,

如果存在 ε>0使得

‖u0‖EsT0 ≤ ε

则初值问题 (1)存在唯一的解 u(t, x)∈ E
s
T0 且

‖ u‖ EsT0 ≤ 2ε。

(2)(整体解)假设 a<0 , 如果存在 ε>0使

得

‖u0‖Es≤ ε

则初值问题 (1)存在唯一的解 u(t, x)∈ E
s
且

‖ u‖ Es≤ 2ε。

为了方便证明主要结果 , 先证明一些引理 。

如果自由方程

iut+Δu+aux1x1x1x1 +bux1x1x1x1x1x1 =0 ,

x∈ R
2
, t∈ R;

u(x, 0)=φ(x), 　　x∈ R
2

的解可以表示成:

u(x, t)=S(t)φ=(I＊φ)(x, t),

其中 ,

I(x, t)=C∫
∞

-∞∫
∞

-∞
e
i(x1·ζ1+x2·ζ2)+it(-ζ21-ζ22+aζ41-bζ61)dζ1dζ2

= C1∫
∞

-∞
e
ix1·ζ1-it(ζ12-aζ14+bζ16)dζ1 ×

C2∫
∞

-∞
e
ix2·ζ2-itζ22dζ2 =I1(x1 , t)I2(x2 , t)

则有:

引理 1　各向异性薛定谔算子 S(t)有 L
p'
-L

p

估计:

(i)若 b≠ 0 , 2≤ p≤ ∞ , 0 <T0 <∞则  

φ∈ L
p'
(R

2
), 当 0 < t ≤ T0时有

‖ S(t)φ‖ Lp≤ C t 
-2
3
(1-2

p
)
‖ φ‖ Lp',

且有

‖S(t)φ‖ H·sp≤ C t 
-2
3
(1-2

p
)
‖φ‖ H·sp' ,  s∈ R

进一步假设 5b>max{3a
2
, 0}, 则上述估计式对所

有的 t≠ 0都成立。

(ii)若 b=0 , a≠ 0 , 2≤p≤ ∞ , 0 <T0 <

∞ , 则  φ∈ L
p'
(R

2
), 当 0 < t ≤ T0时有

‖ S(t)φ‖ Lp≤ C t 
-3
4
(1-2

p
)
‖ φ‖ Lp',

且有

‖ S(t)φ‖ H·sp≤ C t 
-3
4
(1-2

p
)
‖ φ‖ H·sp' , 　 s>0

进一步假设 a<0 , 则上述估计式对所有的 t≠ 0

都成立。

证明　因为(i)和(ii)的证明类似 ,所以只要给

出(i)的证明就足够了。

据文 [ 6]定理 2.1知 , 当 0 < t ≤ T0时有:

 I1(x1 , t) ≤ C t 
-1
6 ,

 I2(x2 , t) ≤ C t 
-1
2

(2)

从而

 I(x, t) ≤ C t 
-2
3

应用 Young不等式得:

‖S(t)φ‖ L∞ ≤ C t 
-2
3 ‖φ‖ L1 (3)

注意到

‖ S(t)φ‖ L2 =C‖φ‖L2 (4)

对(3), (4)应用 Resiz-Thorin插值定理得到:

‖S(t) ‖Lp≤ C t 
-2
3
(1-2

p
)
‖ ‖ Lp'

　　为证明第 2个不等式 , 只需注意到 S(t)与 (-

Δ)
s
2 的可交换性即可。事实上 ,  ω∈ S′(R

n
)有:

F
-1
(ωS(t)φ〈)=F

-1
(ωe

it(-ζ21-ζ22+aζ41-bζ61)φ )=

F
-1
(e
it(-ζ21-ζ22+aζ41-bζ61)F[ F

-1
(ωφ )] =

S(t)(F
-1
(ωφ ))

特别地 , 由第一式得到:

‖F
-1
(ωS(t)φ〈)‖ Lp≤

C t 
-2
3
(1-2

p
)
‖ F

-1
(ωφ )‖ Lp',

在上式中取 ω = ζ 
s
即得:‖S(t)φ‖ H·sp≤ C·

 t 
-2
3
(1-2

p
)
‖φ‖H·sp'。

如果 5b>max{3a
2
, 0}, 则  ζ≠ 0都有 ζ

2
-

aζ
4
+bζ

6
的二阶导数大于零 , 由文 [ 6]定理 2.1和

文 [ 7]引理 2.1的证明过程可以看出 , 对于所有的

t≠ 0 , (2)式都成立 , 从而 L
p'
-L

p
估计也成立。

2
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证毕。

注释 2　在上述 L
p'
-L

p
估计的基础上很容易导

出关于时空可积的 Banach空间 L
q
tL
p
x的 Strichartz估

计 。这方面的工作以及由此导出的适定性结果这里

不详细叙述 。

我们还需要对非线性项的估计:

引理 2
[ 5]
　设 α>0 , s∈ I

j
α(j=1, 2)取

p=
n(α+2)
αs+n

则

‖  f 
α
f‖ H·s

p'
≤ C‖ f‖

α+1
H·s
p

(5)

及

‖  f 
α
f- g 

α
g‖ H·sp'≤

C‖ f-g‖ H·sp ‖ f‖
α
H·sp+‖ g‖

α
H·sp (6)

为了揭示选取 I
j
α(j=1, 2)的部分根据 , 我们

给出引理 2的证明中用到的一条关键引理:

引理 3
[ 5]
　取 α>0 , s>0 , 1 <r<∞使得

s<min(n
r
, α+1), (α+1)(n

r
-s)≤ n　(7)

记

t= n

s+(α+1)(
n
r
-s)

则

a)对任意的 f∈ H
· s
r有:

‖  f 
α
f‖ H·st≤ C‖f‖

α+1
H·sr (8)

及

‖  f 
α+1
‖ H·st≤ C‖f‖

α+1
H·sr (9)

b)进而 , 如果 α是偶数(奇数)则(8)((9))

式成立 , 不必 s<α+1。

注释 3　引理 2的完整证明见文 [ 5] 。在这里

特别指出 , 在(8)式中取 r=p, t=p'便得到 (5)。

3　定理的证明

利用 Banach不动点定理 , 通过求解如下的等

价积分方程来实现定理的证明 。

u(t)=S(t) -i∫0
t

S(t-τ) u 
α
u(τ))dτ

由于所有结论的证明都是相似的 , 因此 , 不必逐一

证明。

定义

T(u)=S(t) -i∫0
t

S(t-τ) u 
α
u(τ))dτ

情形 1　b≠ 0时 , 只证明(1)(几乎整体

解)。

根据引理 1得知 , 对任意的 t( t ≤ T0)有:

t
θ
‖ T(u)‖H·s

p
≤ t

θ
‖ S(t) ‖H·s

p
+

t
θ∫0
t

‖S(t-τ) u 
α
u(τ)‖ H·spdτ≤

‖ u0‖ EsT0 +Ct
θ
·

∫0
t

 t-τ 
-2
3
(1-2

p
)
‖  u 

α
u(τ)‖H·sp'dτ

再利用引理 2得

t
θ
‖ T(u)‖ H·sp≤

ε+Ct
θ∫0
t

 t-τ 
-2
3
(1-2

p
)
‖ u‖

α+1
H·spdτ≤

ε+C‖u‖
α+1
EsT0
t
θ
·

∫0
t

 t-τ 
-2
3
(1-2

p
)
 τ 

-θ(α+1)
dτ≤

ε+C‖u‖
α+1
EsT0
t
-2
3
(1-2

p
)-θα
·

∫0
t

 1 -
τ
t
 
-2
3
(1-2

p
)
 
τ
t
 
-θ(α+1)

dτ≤

ε+C‖u‖
α+1
EsT0
t
1-2

3
(1-2

p
)-θα
·

∫0
1

 1 -τ 
-2
3
(1-2

p
)
 τ 

-θ(α+1)
dτ≤

ε+CB(1 -
2
3
(1 -

2
p
),

1 -θ(α+1))‖u‖
α+1
Es
T0
t
1-2

3
(1-2

p
)-θα

其中 , B(m, n)(m, n>0)为熟知的 Beta函数。因

为当取 θ=
1
3α
+

4
3αp
时 , 1 -

2
3
(1-

2
p
)-θα=0,

且

1 -2
3
(1 -2

p
)>0, 　 1 -θ(α+1)>0

(10)

从而

t
θ
‖ T(u)‖ H·sp≤ ε+C‖u‖

α+1
EsT0

故

‖ T(u)‖ EsT0 ≤ε+C‖u‖
α+1
EsT0

选取 ε≤ (
1

C2
α+1)

1
α并取 Bε ={u∈ E

s
T0  ‖u‖EsT0 ≤

2ε}, 则 L(Bε) Bε。

利用引理 2的第 2个不等式可得:

‖  u 
α
u- v 

α
v‖ H·sp'≤ C‖u(τ, ·)-v(τ, ·)

‖ H·sp[ ‖ u(τ, ·)‖
α
H·sp+‖v(τ, ·)‖

α
H·sp]

从而

‖  u 
α
u- v 

α
v‖H·sp'≤ Cτ

-θ(α+1)
·

‖u-v‖EsT0 [ ‖ u‖
α
EsT0
+‖v‖

α
EsT0
]

假设 ‖u‖EsT0 <2ε, ‖ v‖EsT0 <2ε,对于足够小的

ε, 同上面一样地推理可得:

‖T(u)-T(v)‖ EsT0 ≤

3



中山大学学报 (自然科学版) 第 46卷　

Cε
α+1
‖u-v‖ EsT0 ≤

1

2
‖u-v‖ EsT0

由以上步骤看出 F是从 Bε到 Bε的压缩映射 ,

根据 Banach压缩映射原理得知存在唯一 u∈ E
s
T0 。

从上面推理还可以发现 ‖u‖Es
T0
<2ε。

情形 2　b=0 , a≠ 0时 , 为了兼顾几乎整体

解和整体解两个方面的证明 , 现证明方程(2)整体

解 。根据引理 1有:

t
θ
‖ T(u)‖ H· sp≤ t

θ
‖S(t) ‖ H· sp+

t
θ∫0
t

‖S(t-τ) u 
α
u(τ)‖ H· spdτ≤

‖ u0‖ Es+Ct
θ∫
t

0
 t-τ 

-3
4
(1-2

p
)
·

‖ u 
α
u(τ)‖H·sp'dτ

再利用引理 2得

t
θ
‖ T(u)‖H·sp≤

ε+Ct
θ∫
t

0
 t-τ 

-3
4
(1-2

p
)
‖u‖

α+1
H·spdτ≤

ε+C‖u‖
α+1
Est

θ∫0
t

 t-τ 
-3
4
(1-2

p
)
 τ 

-θ(α+1)
dτ≤

ε+CB(1 -
3

4
(1 -

2

p
),

1 -θ(α+1))‖u‖
α+1
Est

1-3
4
(1-2

p
)-θα

因为当取 θ=
1

4α
+

3

2αp
时 , 1-

3

4
(1-

2

p
)-θα=

0 , 且

1 -
3

4
(1 -

2

p
)>0, 　 1 -θ(α+1)>0

从而

t
θ
‖ T(u)‖ H·sp≤ ε+C‖u‖

α+1
Es

故

‖ T(u)‖Es≤ ε+C‖u‖
α+1
Es

取 Bε={u∈ E
s

 ‖u‖ Es≤ 2ε}, 剩下步骤与情形

1相同 , 不再赘述 。

注释 4　至此可以看出 , I
1
α , I

2
α是由式(7)和

(10), (11)确定的。
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GlobalSolvabilityforaNon-isotropicNonlinearSchrödingerEquation

ZHAOXiang-qing, CUIShang-bin

(DepartmentofMathematics, SunYat-senUniversity, Guangzhou510275, China)

Abstract:Globalsolvabilityofinitialvalueproblemforthenon-isotropicSchrödingerequation:iut+Δu+aux1x1x1x1

+bux1x1x1x1x1x1 + u 
α
u=0(wherea, b∈ R, α>0)isstudied.Takep=

2(α+2)
αs+2

.Byusingthenonlinearesti-

mateof u 
α
u, theL

p'
-L

p
estiamteofthenon-isotropicSchrödingeroperatorS(t)andBanachfixedpointtheo-

rem, theexisitenceofglobal(almostglobal)solutioninEs(E
s
T0)isobtained.

Keywords:non-isotropicSchrödingerequation;Cauchyproblem;global(almostglobal)solution
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